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Integrale rationaler Funktionen

1. Integrale der Form I(ax+b)"dx3

1 1
Zu f(x)=(ax+b)" mita,beR (a#0)und neN ist F(x)=—~?~(ax+b)n+1 eine
an

Stammfunktion.

Aufgaben:

1.0 Berechnen Sie die bestimmten Integrale.
1
11 [3x-2'dx O
0
0
1.2 J.(S—Zx)zdx O
-1
1
13 [~ (3x-1))dx €D
0

1.4 j(x+1—(1—2x)4)dx @

2 Berechnen Sie die MaRzahl des Flachenstiicks, das der Graph Gt der Funktion

1 3
f(x)=—-(2x—3)* und die x-Achse im Intervall | 0;= | einschlieRt.
()=-+(2x=3)" und di s [ J O

2. Integrale der Form —d 5
(ax+b)"

=(ax+b)" mita,beR (a#0)undneN (n#1) ist F(x)——-i~;
(ax+b)" a —n+1 (ax+b)™

eine Stammfunktion.

Zu f(x)=

Aufgaben:

1.0 Berechnen Sie die bestimmten Integrale.

i
L
l[ (5x+2)] @
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o1 2
1.4 :[[X—Em]dx @

2
2.0 Gegeben ist die Funktion f(x)=—w mit D, = R\{—Z}.
(x+2)

-1. O

2.2 Berechnen Sie die MaRzahl des Flachenstiicks, das der Graph Gt und die waagrechte
Asymptote im Intervall [-1;1] einschlieRt. @

2
2.1 Zeigen Sie, dass flr den Funktionsterm von f gilt: f(x)= (
X

+2)

2
i
3 Berechnen Sie den Wert des bestimmten Integrals J[—Z—2x+5]dx.
X
1

(Abitur 2021 Teil 1) @)

3. Uneigentliche Integrale:

Bisher wurden Flachen und damit auch Integrale Giber abgeschlossenen Intervallen
betrachtet. Im Folgenden soll auch der Fall betrachtet werden, dass sich Flachen ins
Unendliche erstrecken. Dabei soll untersucht werden, ob man solchen Flachen ein
(endliches) FlachenmaR zuordnen kann.

Sei f :[a;oo[ — R stetig und z > a. Existiert der Grenzwert IimJ.f(x)dx, so
heillt er uneigentliches Integral (1. Art) iber dem Intervall [a;oo[ und wird kurz mit

Jf(x)dx bezeichnet.
’ b
Existiert der Grenzwert lim _[f(x)dx, so heillt er uneigentliches Integral (1. Art)

b
Uber dem Intervall :l-oo;b] und wird kurz mit Jf(x)dx bezeichnet.

oo

Schmiegt sich der Graph einer Funktion im Intervall ]oc;b] am

linken Rand o an eine senkrechte Asymptote an, so definiert man:
b b
jf(x)dx: lim jf(x)dx

Schmiegt sich der Graph einer Funktion im Intervall [a;ﬁ[ am

rechten Rand [ an eine senkrechte Asymptote an, so definiert man:

B b
jf(x)dx: lim jf(x)dx
a b_)lsi a

Sofern der Grenzwert jeweils existiert, heilt er uneigentliches Integral 2. Art.
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Aufgaben:

1.0 Berechnen Sie die uneigentlichen Integrale.

T dx
1'l‘(x+2)2 O

1

1.2} LIS

(x-1)

_:1
1.3 I—ZdX O
o X

2 Berechnen Sie die MaRzahl des Flachenstiicks, das von der negativen x-Achse und den
1
(x+1)

Graphen der Funktionen f(x)=— (Df=:|—oo;—1[) und g(x)=x+1 (Dg =R)

eingeschlossen wird.

3.0 Gegeben sind die Funktionen f(x)=i3 (Df=:|0;oo[) und g(x)=i2 (Dg:JO;oo[).
X X

1
3.1 Zeigen Sie, dass sich die Graphen von f und g an der Stelle x, =§ schneiden. O

3.2 Priifen Sie, ob die Flache zwischen den Graphen von f und g fiir x — o ein endliches
MaR besitzt. @
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4x3 4+ 4x2 —7x—-2

4.0 Gegeben ist die reelle Funktion f(x)=W in ihrer maximalen
X_
Definitionsmenge Dr und der zugehdrige Graph der Funktion f im abgebildeten
Diagramm.

y <

4.1 Der Graph von f, seine nichtsenkrechte Asymptote und die Geraden mit den Gleichungen
x =-1und x =a mit a < -1 schlieBen im Il. und Ill. Quadranten ein Flachenstick ein.
Kennzeichnen Sie dieses Flachenstiick und berechnen Sie die MaRzahl dieser Flache A(a)
in Abhangigkeit von aeR . @

4.2 Berechnen Sie die MaRzahl der Flache fiira = -4. O

4.3 Untersuchen Sie, ob die sich ins —eo -Unendliche erstreckende Flache messbar ist und
bestimmen Sie gegebenenfalls dessen Wert. @
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x> —5x> +3x+11

5.0 Gegeben ist die reelle Funktion f(x)=# in ihrer maximalen
X_
Definitionsmenge Dr und der zugehérige Graph der Funktion f im abgebildeten
Diagramm.
y

9

8

7 Gf

5.1 Bestimmen Sie die Gleichung der nichtsenkrechten Asymptote und zeichnen Sie
diese in das Diagramm ein. O

5.2 Der Graph von f, seine nichtsenkrechte Asymptote und die Geraden mit den Gleichungen
X =4 und x = a mit a >4 schlieBen im |. Quadranten ein Flachenstiick ein. Berechnen Sie
die MaRzahl dieser Flache A(a) in Abhangigkeit von aeR . @

5.3 Berechnen Sie die FlachenmaRzahl fiir a = 6 und untersuchen Sie, ob limA(a) existiert

und geben Sie gegebenenfalls den Wert an. @

Jochen Weber
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6 Die untenstehende Abbildung zeigt modellhaft den Querschnitt (grau gekennzeichnet)
einer insgesamt vier Meter breiten Skateboardrampe. Die obere Begrenzungslinie des
Querschnitts verlauft fiir 0 < x < 1 parallel zur x-Achse und fir 1 £ x < 4 entlang des

2
Graphen der Funktion q in der Definitionsmenge Dq. Es gilt: q: x> —; D, :[1;4].
X

Der zugehdrige Graph wird in einem kartesischen Koordinatensystem mit Gq
bezeichnet. Die Koordinaten x und y sind Langenangaben in der Einheit Meter.
Berechnen Sie die MaRzahl der Querschnittsfliche der abgebildeten Skateboardrampe.
Der Abbildung dirfen ganzzahlige Werte entnommen werden. (Abitur 2025 Teil 1) @

N
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Losungen
L 1 1T [1 "1 ( 32) 33
1.1 J(3x—2)“dx= =.3x-2F = | =| =3x—2f | =—-| = [==
: 5 3] |15 , 15 ( 15) 15

-1

1 1 4
13 (¢~ (3x-1) dx= Lo L1 t| o te-Loax-ap| =

! 30 4 3), [3 12

1 16) (211

3 12 12) 12

2 1 1 AE 1 '
1.4 j(x+1—(1—2x)“dx= X x——=(1=-2x°| == || =[ =X +x+—-(1-2x)* | =

! 2 5 2)| |2 10

]
1 01) (1) 13
Sl - = =2
[2 10] [10) 10

2) Die Funktion f hat im Intervall [0;1,5} keine Nullstellen

T N 1 B IS 4 o 1 gy
j[5(2x—3) ]dx-[ES(Zx 3) Zl {zoo (2x 3)] =

0 ]

po| 200 | 243 . 288 .
200) 200 200

Fs—aidec] Ls— 2t b | o -Lisoa?| o 125_(_343)_218_109
12 [(5-2%) dx—[§~(5—2x) ( Z)L{ = (5-20) L_ [ ]_ =
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1

et}
1.2 j(3:§X)2 dx= I[—Z-B—Zx)‘z]dx: |:_2'(_1)(3—2X)_14[—%]:| =[—l'(3—2x)'1:|: _

]

: 3 : y 1 (T
13 j(l-(SHZ)A]dx=j[1_3.(5x+z) ]dx:{x—3-[—§](5x+2) [Eﬂ -

0 0 o

1
| 1 1 2677
x+=(5x+2)7 | =| 1+—— |-| —= |==—
5 1715 40 ) 2744

2 Vaer 2 ae el 22 (2 aa [2)] -

1.4:[[x—?(1_3X)3de—__[{x—§-(1—3x) }dx—[zx 3( 2J(l 3x) [ 3]]_1—
[X_a(l_ax)-z] =[0_1]_(_1_LJ=4_3
9 . 9 144 ) 48

X +4x+2 X +4x+2
(x+2) X +4x+4

2.1 f(x)=

2 2 4
X +4x+4  (x+2)

1 1 2 1 2 i 55 B
22 A—:[(f(x)—(—l))dx— j((x+2)z —1+1}1x—:[(m}1x_:[(2-(x+2) )dx =

-1

e ] o] -2l de

(=X —4x—=2): (X +4x+4)=—1+

2
(%—2x+ s)dx=[—1—xZ +Sx:| =(—%—4+1o]—(—1—1+5)=2,5
X

X 1

2
3 [
1
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0 a
1 1
=lim| ——= | >
a0 g 4

2)

Schnittstellen berechnen:

f(x)=g(x) =- . =x+1 =x+1=-1 =x+1=-1 =x=-2

(x+1)
;[f(x)dx ::!(—(le)z jdx =:!(—(X+1)—2)dx= [—1.(—1).(x+ 1)—11-2 =
I:(x+1)'1l_2 =—1—(z+2)" =—1—$

Eg(x)dx= i(x+1)dx=[§x2 +xl =[%_1]_(2_2)=_%

SRl
7 3
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1
= Die Funktionen f und g schneiden sich bei x, =—

w

3.2

[3(1)x

1 1
[—31‘1+—~z'2]—(—9+4,5)=—§+—2+4,5
2 z 2z

lim —§+i+45 =4,5
27

00 z

Die Flache zwischen den Graphen von f und g fiir x — oo besitzt ein endliches MaR.
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4.1

(85 +4x* —7x—2): (4 —4x+1)=x+2—

(2x—1)
= Asymptote: y =x+2

-1

J{(HZ)_(HZ_ (ijl)2 }Xz]}[(zx:)z }dx ZT[“'(Z"_l’?Z]dx:

a a a

-1

=[4~(—1)~(2x—1)‘1 ﬂ =[-2-x-1]

a

-1
a

:[—24(—3)“J—[—2~(2a—1)"]=§+Zaz_1
=>A(a):3+
3 2a-1

A Aol

2 2 4
42 A(-8)==+==_FE
3 9 9
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5:1

(x* =5x° +3x+11): (X" —6x+9) =x+1+

(x—3)’

Asymptote: y=x+1

5.2
ﬂ(x+1+ﬁ—(x+1)}dx:]{ﬁ}dx=:|:|:2-(x—3)’2:|dx=

4

=[z.(-1)-(x-3)-1 ]4 = [—2~(x—3)'1:|2 = [-z(a-a)-l]-[-z.rl} =

2
=2
a-3
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2 0 a7t
A=1-2+.f—2dx=2+I2-x_2dx=2+[2-(—x) } =
1X 1

1

:z+[—ﬂ4 =2+[(-0,5)-(-2)]=2+1,5=3,5

1



